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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы . 
Гладкое многообразие М размерности 2п называется симплек­
тическим , если на нем существует невырожденная 2-форма w, яв­
ляющаяся замкнутой (dw =О). Форма невырождена если wn ":f= О 
всюду на М, то есть v.P пропорциональна форме объема. 
Исторически первыми примерами симплектических многооб­
разий являлись кэлеровы многообразия . Компактное комплексное 
многообразие называется кэлеровым, если на нем существует эр­
митова метрика hijdziaz) такая, что ассоциированная с ней форма 
замкнута. 
Классическая теорема Кодаиры (см . например1 ) утверждает, 
что кэлерово многообразие можно вложить в комплексное про­
ективное пространство тогда и только тогда, когда оно ходжево . 
Данное условие означает, что интегралы 2-формы, ассоциирован­
ной с кэлеровой метрикой, по всем 2-циклам являются целыми 
числами. 
Для комплексных торов, удовлетворяющих условию ходже­
вости ( абелевых многообразий), строятся канонические вложения 
в комплексное проективное пространство, которые описываются 
классической теоремой Лефшеца (см. например2 ). Отображение 
вложения составлено из сечений специального линейного рассло­
ения над вкладываемым тором. Данные сечения это в точности 
классические тэта-функции Римана. 
В симплектической категории аналогом х9джева многообра­
зия является замкнутое многообразие с целочисленной симплек­
тической формой. Здесь мы отказываемся от интегрируемости по-
1 Грифф11тс Ф., Харрис Дж. ПривЦШiы алгебраической геометрии. М .: 
Мир, 1982. 496 с . 
2 Ма.мфорд Д. Лекции о тэта-функциях . М . : Мир, 1988. 448 с . 
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чл1 а-; 01-111л сксной структуры, ассоциированной с симплскти •1сско й 
формо i'~. 
A11aJroroм теоремы Кодаиры являются теоремы доказанные 
Громовым3 и Тишлером4 о том, что замкнутое симплектическое 
многообра.3ие можно симплектич.ески вложить в комплексное про­
ективное пространство, если симплектическая форма целочислен­
ная . Симrиrектическое вложение означает, что форма, ассоцииро­
ванная с метрикой Фубини-Штуди на CPk , индуцирует симплек­
тическую форму на вкладываемом многообразии. 
Вышеуказанные доказательства однако не являются кон­
структивными . Мы заполняем этот пробел для некоторых рас­
слоений торов - доказываем аналог теоремы Лефшеца. 
Целью работы является построение каною-~•Iеских сим11лек­
тических вложений замкнутых многообразий с целочисленной 
симплектической формой в комплексное проективное простран­
ство. 
Основные результаты. 
• Построены канонические симплектические вложения косых 
[/роизведений двумерных торов с нулевым классом Эйлера, 
а также многообразия Кодаиры --- Терстона в комплексное 
11роектнвное пространство. 
• На вкладываемых многообразиях определены (неголоморф­
ные) обобщения классических тэта-функций, являющие­
си сечениями линейных комплексных расслоений, первый 
класс Чжэня которых, порожден симплектической формой . 
Методы исследований. В работе использованы методы снм­
плектической геометрии и элементы теории тэта-функций. 
3 Gromov М. L. А topological technique for the construction of the solutions 
of diffcrential equations and inequalities / / Act.es Congres lntern . Matl1 . (Nice, 
1970). V. 2. Paris: Gaпthier-Villars, 1971 . Р. 221-225. 
4 Tischler D. Closed 2-forms and an eшbedding theorem for syшplectic 
manifolds // J . Diff. Geom. 1977. V. 12, N 2. Р. 229-235. 
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Научная новизна, теоретическая и практическая цен­
ность. 
Результаты являются новыми и носят теоретический харак­
тер. Построенные вложения и обобщенные тэта-функции моrут 
быть использованы в дальнейшем для изучения геометрии косых 
произведений двумерных торов. Результаты и методы работы мо­
гут быть использованы специалистами по дифференциальной и в 
том числе симплектической геометрии. 
Апробация работы. 
Результаты диссертации докладывались: 
• на семинаре «Геометрия, топология и их приложения~> Ин­
ститута математики им. С . Л. Соболева СО РАН под руко­
водством чл.-корр. РАН И. А. Тайманова, 
• на семинаре отдела анализа и геометрии ИМ СО РАН под 
руководством академика РАНЮ. Г. Решетняка, 
• на V международной конференции по математическому 
моделированию, проходившей летом 2007 г в г. Якутске. 
Публикации. Результаты диссертации изложены в следую­
щих работах автора [1, 2]. 
Структура диссертации. Диссертация изложена на 66 стра­
ницах и состоит из трех глав, где первая глава является вводной. 
Каждая глава разбита на пункты . Библиография содержит 24 на­
именования. 
КРАТКОЕ СОДЕР)КАНИЕ РАБОТЫ 
В первой главе, являющейся вводной, дается постановка 
задачи и излагаются необходимые предварительные сведения. В 
частности, мы напоминаем, что O(z, т) - это целая функция, за­
данная условиями периодичности 
O(z + 1,т) 
O(z +т,т) 
-O(z, т), 
- exp(-27riZ - 1Тiт) · O(z, т). 
5 
С 1·еомстрической точки зрения тэта-функция является сеч~::=­
нием линейного голоморфного расслоения L над комплексным тс>­
ром. Сечения расслоения L0d образуют линейное пространство 
размерности d. Мы будем называть их тэта-функциями стспен и 
d. 
Во второй главе мы рассматриваем многообразие Кодан­
ры - Терстона (Мкт), которое является фактор-многообразием 
IR.4 по действию дискретной группы, которая задается следующ11-
ми обрюующими : 
(х, у, z, t) --; (х + 1, у, z + ky, t), k Е 'll, k ~О 
(х, у, z, t) --; (x,y+l,z,t) 
(х, у, z, t) ~ (x,y,z+ l,t) 
(x,y,z,t) ~ (x,y,z,t+l) 
Мы определяем тэта-функцию на многообразии Кодаиры 
Терстона следующим образом : 
Вкт(х, у, z, t) = B(z + ix, ky + i) · О(у + it, i), 
где O(z, т) ·- это классическая тэта-функция . Аналогичным об­
разом мы определяем тэта-функции степени d на Мкт, которые 
образуют линейное пространство размерности d2 . 
Перенумеруем баэисные тэта-функции степени d: {si}f:1. То­
гда отображение 
tfJd=(s1,s2, ... ,sd2) 
будет отображением многообразия м кт в cptt• - l. 
Осноrшым результатом второй главы являются следующие две 
теоремы . 
Теорема 1. Отображение tfJd корректно определено и является 
вло:же11ием при d ~ 3. 
Многообразие Кодаиры - Терстона является симплектиче­
ским многообразием, где симплектическая форма может быть к 
примеру задана следующей левоннвариантной 2-формой: 
wкт = (dz - kxdy) /\ clx + dy /\ dt. 
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Теорема 2. 1. Пр·и d ~ З отображен.не </)d шн)уv,ирует с1t.м-
плекти-ческую структуру н.а многообразии Мкт . 
2. Индуцuрованн.а.я симnлектu-.еска.я форма когомологu-.н.а 
d·wкт. 
Структура Главы 2 следующая: в п. 2.1 мы напоминаем свой­
ства классической тэта-функции, используемые при доказатель­
стве теоремы 1, в п. 2.2 мы определяем тэта-функцию на много-­
образин Кодаиры - Терстона и доказываем корректность опре­
деления, в п. 2.3 доказываем теорему 1 и в п . 2.4 теорему 2. 
В третьей главе мы рассматриваем класс ориентируемых ко­
сых произведений дву:-.iерных торов с нулевым классом Эйлера. 
Расслоение из данного класса можно определить в виде в внде 
фактор-многообразия IR4 по действию группы со следующими об­
разующими: 
где 
(х, у, z, t) 
(х, у, z, t) 
(х, у, z, t) 
(х, у, z, t) 
-* (x+1,y,az+{3t,-yz+ot), 
-* (х, у+ 1, а' z + {3't, -у' z + o't), 
-* (x,y,z + 1,t), 
-* (x,y,z,t+1), 
А - (а {3) 
- 'У 8 ' (а' /3') в= -у' 8' . 
принадлежат группе SL(2, Z). Классификация данных многооб­
разий была проведена в работе5 . Приведем результаты данного 
исследования с точностью до диффеоморфизма пространства рас­
слоения в следующей таблице . I обозначает единичную матрицу. 
5 Sakaшoto К., Fukuhara S. Classification of T2-bundles over Т2 11 Tokyo J . 




Гиперэ.; 1. ·11111тические поверхнос·ги 
Многообраэне Кодаиры -- Терстона 
Здесь и далее через М будем обозначат~, пространство расслое­
ния. Мы определяем тэта-функцию на косых произведениях дву­
мерных торов с нулевым классом Эйлера следующим образом: 
Ом(х, у, z, t) = O(z + wt, w) · O(:r + iy, i}, 
где функцш1 w приведены в следующе1vr таблице. 
Ы, ЬЗ (-1 + -3)/2 
Ь2, Ь4 i 
с,е -kx+i 
d kx +i 
f, g (л-хv+ + iЛхv-)/(л-:~:и+ + iЛхи-) 
Здесь Л,л- 1 собственные значения А, а (и+,v+)т,(и-,v-)т соб-
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ствен11ыf· н<"1.;тора транспонироваююii м<tтрнцы А: 
Как и в предыдущей главе мы аналогичным образом опредепя­
ем тэта-функции степени d. Они образуют лине1v~ное пространство 
размерности d2 . 
Перенумеруем базисные тэта-функции степени d: {zi}f~ 1 . То­
гда отображРюн~ 
<fJd = (zt, z2, ... , zd2) 
будет отображением многообраэия М о CIP'd.2 - 1 . 
Основным результатом третьей главы являются следую1цие 
две теоремы. 
Теорема 3. Отобра:ж:ение <fJd корректно определено и является 
вло:ж:ением при: 
а} d 2:- 4. в случаях Ы, Ь2, ЬЗ, f, g; 
6) d 2:- 3 , в слу'l.аях Ь4, с, d, е. 
Длн всех {А, В} пространство расслоения М является спм­
плектическ11м многообразием, где симплектическая форма может 
быть к примеру 3адана следующей 2-формой: 
w м = dx Л dy + cls /\ dt. 
Теорема 4. 1. Если отобра:ж:ение <fJd. является вло:JJСеиием, 
то оно ш~дуцирует симnлекmи'l.ескую структуру на мио­
гообра.mи М. 
2. Индуцированная симnл.екти-ческая форма когомоло2u'l.на 
d·wм. 
Структура Главы 3 следующая: в п. 3.1 мы приводим класси­
фикацию косых произведений двумерных торов, в п. 3.2 мы опре­
деляем тэта-функцию, доказываем корректность определения и 
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некоторые свойства, в п. 3.3 док~-зываем теорему 3 и в r1 . :J-4 те­
орему 4, в п. 3.5 мы показываем свя:~ь с другим обобщениям и 
тэта-функций Кирвина и Урибс6 . 
3аметим, что они использовали подход, использующий теорию 
пре;~.ставлений, для определения аналога тэта-функции на много­
обра.эии Кодаиры - Терстона. Данное многообразие представля­
ется в виде косого произведения торов двумя неизоморфными спо­
собами , с нулевым и ненулевым классом Эйлера. Соответствен­
но мы рассмотрели его в двух главах, и построенные намн тэта­
функции различны . Тэта-функции Кирвина и Урибе совпадают с 
нашими тэта-функциями на многообразии Кодаиры -·· Терстона, 
определенными в третьей главе. Заметим, что в этой главе мы 
строим тэта-функции на целом классе косых произведений торов. 
6 Кirwin W . D ., l.Jribe А . Theta-functions оп the Kodaira ·· Tl1ursto11 
manifold // ARXIV.ORG : сб. электр. препринтов . 2007. 24 дек . URL: 
http://arxiv.org/abs/0712.4016. (дата обраще1шя : 21.02.2009). 
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